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摘要： 研究由水动力方程、泥沙输运方程和河床变化方程组成的浅水方程的初边值问题，讨论 

其广义解和混合有限元解的存在性，并导出半离散混合有限元解的误差估计，这些估计是最优阶 

的． 
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引 言 

浅水方程是水力学中的一个重要的数学模型．近年来，关于这个方程的数值解已经引起 

水力学工程师们的极大关注．这个方程的数值解有多方面的用途：第一，用于模拟和捕捉潮汐 

起落产生的潮汐能，以便于为经济建设服务；第二，这些数值计算可以用于模拟潮汐的区域和 

由激烈的暴风雨和地震等引起的飓风和海啸的波涛，并利用这些数据制定海岸地区的发展计 

划；第三，浅水动力学的模型可以把水流和输运现象耦合起来，用于研究海湾和港湾污染的治 

理、预测渔业经济投资效果、模拟淡水和海水的相互作用、控制城市和工业废水和允许排放的 

标准；第四，这些数值模拟可以模拟三角洲的形成和发展、淤积区的扩展、淤泥和泥沙的输运和 

沉积而引起河道的变迁，以便制定出有关治理的方案． 

现有的文章[1 6]主要用有限差分方法和一般的有限元方法去处理只包含连续方程和动 

量方程的浅水方程的数值解．然而，淤泥和泥沙的输运、沉积在诸如三角洲的形成和发展、淤 

积区的扩展、河道的变迁等是自然现象变化的重要过程，也是诸如灌溉系统、运输河道、水电 

站、海岸工程等许多水力问题必须考虑的重大问题．我国的曾庆存等人已经利用有限差分方 

法提出了包含水动力方程、淤泥运输方程、泥沙变化方程和河床变化方程的浅水方程的一些数 
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值模型，模拟了长江口的水流的泥沙冲淤 ]，但是没有作有限元方法的数值分析．本文研究 

包含水动力方程、淤泥运输方程和河床变化方程的初边值问题，讨论其广义解(见第 1节)和半 

离散化混合有限元解(见第 2节)的存在性，并给出半离化的混合有限元解的误差估计(也见第 

2节)．这是对该问题研究的第(I)部分．在该问题研究的第(Ⅱ)部分也将给出基于 k． 

grange．Galerkin(输运．扩散)方法的混合有限元法． ’ 

本文用到的Sobolev空间及性质是熟知的(可参见[1o])．另外本文使用的 c，c 和M (i= 

0，1，⋯)均表示与剖分参数 h(参见第 2节)无关的一般常数，不同的地方出现可以不等． 

1 包含泥沙冲淤的浅水方程的广义解的存在性 

设 0 c R 中一个适当光滑的有界区域．在水深变化不大的假定下，考虑下面包含水流 

和泥沙冲淤的浅水方程： 

(j)水流的连续方程为(参见[11])： 

3Z／at+Zdiv( )：0 (在 ×(0，T)内)， (1) 

(．j)水流的动量方程如下(为[8]中所导出的)： 

av／8t+ ·v +f(k×l，)=一g v(z+ 6)+J4△ —cD I，，J v／Z 

(在 力×(0，T)内)， (2) 

(ii))淤泥输运方程如下(也为[8]中所导出的)： 

8S／at+l，．v S=s v S一(aoJ／Z)(S—S ) (在 0×(0，T)内)， (3) 

(jv)底床变化方程如下(也为[8]中所导出的)： 

3zb／at+ht v l，l=aco／pl(S—S ) (在 n×(0，T)内)， (4) 

其中 l，：( ， )表示速度向量， 和 分别表示水面的高度和底床的高度而且Z= 一 

表示水体的厚度(如图 1所示)．f是 Coriolis参数(可取为常数)，k表示垂直方向的单位向 

量， 表示重力加速度，A表示粘性系数，C。表示底床障碍物系数，．s表示沉淀物(与水混合)的 

质量比率(kg／m3)，￡表示沉淀物的扩散系数， 表示沉淀微粒的下降速度，ht表示沉淀输运层 

的厚度(可视为已知函数)，l，。表示沉淀物质量输运的速度(也可视为已知函数)，而 lDt表示干 

沙的密度(可视为常数)，Is 表示依赖于 I l，l I和 hI的底床运载函数(是一个经验函数，为了便 

于讨论这里假定其为常数)． 

a 

an1 

图 1 图 2 

(V)考虑边界条件如下．首先，假定将边界分为自然边界条件和人工边界条件，并分为 

如下三种情形：刚性边界为aDl，人流的横截边界为aD2，出流或人工边界为an3(例如，an3海 

湾和开阔的大海为人工边界，参见图2)．在 aDl上，根据物理原理，定义为 

'，：0，一e8S／8n： (S—S )+M (在 a0l×(0， )上)， (5) 
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其中 n是边界上的单位外法向量(指向外面)， 是某个系数， (．s一．s“)是由于湍流而在边 

界上吸收的盐量，．s“ 是某种饱和状态的含盐量，而 M是由从边界流入水中的盐量(但是随边 

界变化被忽略)． 在 a02和a0 上，定义为 

av／On= A ≤0，g ： Z0， ：ZbO，．s=So (在 a02 X(0，T)上)， (6) 

Or~On =B ≥0，g= Z0，Zb： ，aS／Sn =0 (在 a03 X(0，T)上)， (7) 

其中 B、A、So、Z0和 ：6 是已知函数， I加
，
uan = ： + z6 ． 

(vj)初始条件如下： 

l，( ，0)=l，。，g( ，0)：zo，S( ，0)=．s。， 6( ，0)= 2 ( ∈n)， (8) 

其中 。、S。、zo和 2也是已知函数， ( ，0)=： = 。+ 2． 

于是，问题(1) (8)的混合有限变分问题可叙述为： 

问题(I) 求 (1，，z， ，S)：[0，T]一 Yl X y2 X y2 X y3使得 S f an
．

= S0满足 

(Z ，j6)+(Zdivv，j6)=0 (V j6∈ y2)， (9) 

( ，'．')+(1，-7 l，，’．')+ ×l，，’．')一g(z+ ，divw)+ 

A(7 l，，7’．')+CD(I l，I v／Z，’．')= (A+B，’．'>an，UaO
，

一  

<g0+ ，’．'·，l>an
，

tJaO， (V’．’∈ Y1)， (10) 

(．s ， )+(1，·7 S， )+e(7 S，7 )+O'CO((．s—S )／g， )+ 

<．s一．s ， >an
．

+(M， )an
。

= 0 (V ∈ Yo3)， (11) 

( ，71)= (S—S ，77)一(hidivvl， ) (V ∈ r2)， (12) 

l，( ，0)：l，。，Z( ，0)=zo，．s( ，0)=．s。， 6( ，0)= 2 ( ∈0)， (8) 

其中 yl ： {’．'∈日。(0) ；’．'l an。=0)， Y2= (0)，y3 = 日。(0)， = { ∈y3； 

I an
。

= 0)， ：Oy／Ot，< ， )G=} · ds表示在表面G上的L。内积． 
为了讨论问题(I)的广义解的存在唯一性，正如[2]中所述的，需要对边值数据、初始数据 

以及有关数作物理上和数学上均合理的如下假定： 

(A )A、 ∈ I17 ／2， (a0) ，．s”、z0、 ∈ I17。／2， (a0)，t∈ [0，T]． 

(A2)l，。∈ I17 · (0) 、Z0、o∈ I17。' (0)，．s。∈ ’ (n)． 

(A3)hI∈L (0， ；I17 · ( ))，l，l∈ L (0， ；I17 ’ (力))，．s ∈ (0， ；￡ (0))． 

( )存在正的常数 M 和 使得 M ≤{ ，g，A，Co，e，a，∞，lDl}≤M ． 

( )假定an×Cl· (z≥0，卢≥0)，S0∈ cj·p(a ∈Co，T])，则存在 S0到 Clo．~(R2)上的 

一 个延拓(不妨仍然记为 ．s0)使得 

『I S0『I f， ≤ (z≥0，1≤ q≤ ∞)， 

其中 是任意可以选择的小正数． 

附注 假定( )可以从 Sobolev空间的性质 刨导出． 

另外，还需要引入下面的 Gronwall引理[ ． 

引理 1 设 g(￡)是[0，t1]上的正的可积函数，而且 c≥0是常数 ．如果 (￡)∈co(ro， 

t。])满足 

0≤ ( )≤c+I‘g(s) (s)ds (v ∈[0，t1])， 
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那么 (t)也满足 
广t 、 

0≤ (I)≤c’exp(Jog~s)d J (V I∈[0，I1])， 
特别地，当 c=0时，有 (t)暑0． 

定理 1 在(A1)一(A5)的假定下，问题(I)存在唯一的解 (1，，z， ，S)∈ Yl X Y2 X Y2 X 

y3使得 S I an = o，而且存在正的常数 0、 l、 2和 3满足
, 

S M M M M 

Mo≤ z≤Ml，ll v l，ll o． ≤ M2，ll v S ll o． ≤ M3． (13) 

证明 对于给定的 l，l∈ 工。(0， ；W2， (n) ，zl∈ 工 (0， ；工 (D))，考虑下面线性化 

的问题 ，(n=2，3，4，⋯)， 

(z眦， )+(z divv 一l， )=0 (V ∈ Y2)， (14) 

(1， I，’．，)+(1，̂·v l， 一l，’．，)+ k X l， ，’．，)一g(z +z ，divw)+ 

A(V l， ，V’．，)+CD(I l， 一l I Vn／Z 一l，’．，)= 

一 (zo+z∞，’．，·n)an
，
Uan，+(A+ ，’．，)an

，
uan， (V’．，∈ Y1)， (15) 

(S眦， )+(1， 一l·V S ， )+e(V S ，V )+口c￡J((S 一S )／Z 一1， )+ 

(S 一S ， )an
．
+(M， )an

，

= 0 (V ∈ y∞)， (16) 

‘ )= (s—S ， )一(JIlldiV ) (V ∈ Y2)， (17) 

l， ( ，0)：l，。，Z ( ，0)=z0，Sn( ，0)=S。，Zb ( ，0)=zo ( ∈ ．0)， (18) 

S I an
．

= So． (19) 

显然，根据线性抛物型方程的理论知，如果 D是R 中适当光滑的有界区域，则方程(14)一(19) 

存在唯一的解序列(1， ，z ， h，S )∈ · (0， ；W2’ (D) n Y1)X W ’ (0， ；W ’ (D)n 

Y2)× ， (0， ；W ， (D)n Y2)× ’ (0， ；W2· (D)n Y3)．那么，由Hilbert空间的弱 

紧致性知，{l， )：：l在 ' (0， ；W ’ (D) n Y1)中存在一个弱收敛并弱 *收敛序-歹 (由于 

解序列在 W · (D)中)，{s ) ：1在 ’ (0， ；W2’ (D)n Y3)中存在一个弱收敛并弱 *收 

敛序列，{z ) ：l和{z拥)：：l在 ’ (0， ；W · (D)n Y2)中也分别存在中存在一个弱收敛 

并弱 *收敛序列(不妨仍然分别记为{ )：：。{s )：：。，{z )：；。和{zh)：：。 即存在 ∈ 

Wl， (0，T；W2， (D) n Y1)，S∈ W ， (0， ；W2’ (D)n Y3)满足 S I加 =So，z和Zb∈ 

， (0， ；W ， (D)n y2)使得 

l' 
_二 l，，S _二 s

，
z _二 z，z拥 6 (n一 ∞)． (20) l' l，， S，Z Z，z拥 6 ( ∞)． 2u 

由于一个弱收敛并弱 *收敛序列必然强收敛，因此有 

ll z 一z ll 1． 一 0，ll l， 一l，ll l， 一 0，ll S 一S ll l， 一 0 (n一 ∞)． (21) 

从而，有 

lira(1， ·V ，18')=(1，·V l，，18')，lira(Vn_l·V S ， )= (1， V S， )， (22) 

lira(Z divv ， )=(Zdivv， )， (23) 

而且存在正的常数 JIlf0、JIlfl、JIlf2和 JIlf3使得 

JIlfo≤ z≤ Ml，ll v l，ll o， ≤ M2，ll v S ll o． ≤ M3． (24) 

用任意的 Z(I)∈ Cl([0， ])， ( )= (0)=0乘(14)一(17)并在[0， ]上积分，再由分部 

积分可得 
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一 J。[(z ， )一 (z diV ， )dI]=0 (V ∈Y2)， (25) 

．

一 J。{(1，n，’．， )一z E(1，n’V l， ～l，’．，)一，( ×l， ，’．，)+g(z +： ，div’．，)一 
A(V l， ，V’．，)一Co(I l， 一l I Vn／Z 

一 l，'．，)])dt： 

一 J。 [(z。+ ∞，’．，‘n)an：uan，一(A+曰，’．，> n：uan，]dt (V’．，∈Y1)， (26) 
一 J。{(|sn，圾 )一z E( l‘V|s ， )一￡(V|s ，V )一口cU(|s 一|s )／z ， )一 

(|s S一 ， >an
。

一 (JIIf， >加
，])dt (v ∈ro3)， (27) 

一  dt=』。T 【 (|s |s ，'7)一(hldivvl,'7) (v ∈y2)， 

(1， 一l，。，’．，)= (Z 一Z。， )=(S 一S。， )=( h—zo，'7)=0 

(|s ， >加
：

= (So， >an
： 

(t∈ [0， ])． 

在(25)一(30)中取 ／／,一 ∞的极限，再用分部积分，并根据 (t)的任意性，再由(22)和(23)可 

知(20)的(1，，Z， ，s)满足问题(I)．也就是说问题(I)至少存在一个解． 

设 (1， ，z ， ， )是问题(I)的另一个有界的解，即满足问题(I)和(13)，则有 

(Z 一z ， )+(Zdivv—Z divv ， )=0 (V ∈ Y2)， (31) 

(1rl—Vt ，'．，)+(1r· lr—lr · lr ，'．，)+ 七X(1r—lr )，'．，)一 

g(Z+ 6一Z 一 ，divw)+A(v(1，一l， )，v )+ 

CD(I I v／Z—I l， I l， ／Z， )=0 (V’．，∈ Y1)， (32) 

(S 一S ， )+(1，·V S—l， ·V S， )+￡(V(S—S)，V )+ 

口 (S／Z—S／Z ， )+0109(S ／Z 一S ／Z， )+ 

(S—S， >an
．

： 0 (V ∈ ro3)， (33) 

( —Z b t，'7)= (S—s，'7) (v'7∈ y2)， (34) 
1 

l，(·，0)=l， (·，0)，Z(·，0)=Z (·，0)，S(·，0)=S(·，0)， 6(·，0)= (·，0)， 

(35) 

S I加
．

= S I an
，

． (36) 

在(31)中取 =Z—Z ，并由(13)、Htflder不等式和 Cauchy不等式可得 

1 d 
一 z ll 3≤I(ZdiVl，一Z diVl， ，Z—Z )I=。 

I(Zdivv—Z divv+Z divv—Z divv ，Z—Z )I≤ 

2 IJ z— IJ 5+ l IJ (1，一l， )IJ 0 lJ z—z IJ 0≤ 

c ll z—z l + ll v(1，一l， ) ， (37) 

其中 00和下面用到的 ( =1，2，⋯)，都是可以任意选择的小正常数．积分该不等式由Gron— 

wall引理 可得 

ll z—z l ≤ 0 ll v(1，一l， )ll ：(L2)． (38) 

8  9  0  

2  2  3  

，  ， ，  ，  

、 
0  

： 

t  

／L  
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利用(13)、HSlder不等式和 Cauchy不等式有 

I(1，·V l，一l， ·V l， ，l，一l， ) 

I(1，·V l，一l， ·V l，+l， 

2 ll l，一l， ll 3+CM2 ll l，一 

c ll l，一l， ll 3+ l ll v(1，一 

而且再 由(38)有 

其中 02 

到(k× 

· V It—It ·V It ，It—It ) 

l， ll 0 ll v(1，一l， )I1 0≤ 

v ) ， 

79 

(39) 

I(I l，I l，／Z —I l， I l， ／Z，l，一 l， )I= 

f(f l，f It／Z —f l， f It／Z +f l， f v／Z— 

I l， I v／Z +I l， I It／Z 一I l， I l， ／Z ，l，一l， )I≤ 

c ll v—v ll 3+l( — — — ，V—V )I≤ 
C 一l， ll 3+02 ll v(1，一l， )ll (L：)， (40) 

： C00．在(32)中取 w：l，一l， ，由Htilder~q等式、Cauchy不等式、(39)、(40)，并注意 

(1，一l， )，l，一l， )=0，可得 

1 d 
一 l， + V(1，一l， )lJj≤ 

c 一l， + A ll V(1，
一 l， ) + (1lz—z + 

并由 Gronwall引理和(38)可得 

II l，一l， ll 3+A ll v(1，一l， )I1 z(Lz)≤C ll 一= ll z(Lz)， 

一 l， ll z(L：)+A ll v(1，一l， )ll z(L：)≤ C ll 一= ll (L )． 

在(33)中取 ：S一 ，由(13)、Hfilder不等式和 Cauchy不等式可得 

1 d ll S 一 -lI 3+e II V(s一 ) + ll S一-ll n ≤ 

I(1，．v S—l， ．v S+l， ·v S—l， ·v ，S一 )+ 

口cu(S／Z一]／z ，S一 )一口cu(S ／Z—S ／Z ，S—S)I≤ 

03 ll l，一l， ll 3+04 ll v(1，一l， )ll 3+(e／2)ll v(S—S)ll 3+ 

05 ll Z—Z ll 3+C ll v(S一 )ll 02． 

积分这个不等式并利用 Gronwall引理、(38)和(43)可得 

ll S一 ll 3+e ll v(S— )I1 ：( )≤ 

其中 

式可 

3 ll l，一 ll z(Lz)+C04 ll V(1，一V ) 

5 ll Z—Z ll z( )≤ 06 II 一= ll z( 

06=c(03+04+0005)．在(34)中取 7／= 一=； 

得 

(42) 

(43) 

(44) 

ll 2(L2)+ 

L2)． (45) 

， 并利用 Htilder不等式和 Cauchy不等 

一 = ≤ C ll 一= +0，I S一 

积分这个不等式，并由(44)和 Gronwall引理可得 

一 =；II (Lz)≤ C0607 I1 一= ll L (Lz)． 

(46) 

(47) 

d一 

●

一2 
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让 06、07足够地小使得 C0607≤ 1／2可得 = ． 因此，由(43)、(45)和(38)可得 l，=l， 、 

S： 和z：z ．这就证明了问题(I)的解是唯一的．定理 1证毕． 

2 包含泥沙冲淤的浅水方程的混合有限元解的存在性及其误差分析 

设 是剖分单元为K( =1，2，⋯， )的拟一致三角形剖分[B ，并记diam(K )=h 和 

h=max{h￡；i=1，2，⋯， )．定义三个有限元空间 Y1̂c Yl、Y2̂c Y2和 Y3̂c Y3如下： 

y1̂ ：{Ŵ ∈ Y1 n CO(孬) ；Ŵ l x∈ Pm+l(K) ，V K∈ )； (48) 

y2̂ ={ ∈ Y2； I x∈ Pm(K)，V K∈ }； (49) 

y ̂ ：{ ∈ y n C。(n)； ^I x∈ P +1(K)，V K∈ )； (50) 

其中 m≥0是整数，P (K)表示次数不超过 m的多项式空间．那么，问题(I)的混合有限元 

解可叙述为： 

问题(Î ) 求 ( ， ， ，̂Ŝ)：[0，T]一 Y1̂×Y2̂×Y2h×Y3̂使得．Ŝ I an
，

= So满足 

( ， )+(Zhdivv̂， )：0 (V ∈ y2̂)； (51) 

(1，『ll，Ŵ )+(1’̂·V Vh，W『1)+f(k x l，̂， 『1)一g(Zh+Zbh，divWh)+ 

A(V l，̂，V Ŵ)+CD(I l，̂I l，『l／Ẑ ，Wh)= 

一 ( +zbo，Ŵ ·，1)an
，

Uan +(A+B，Wh)an
，

u an (V Wh∈ Ylh)， (52) 

(S ， )̂+( ^·V Ŝ，妒̂)+￡(V Ŝ，V )+口 ((5̂ ～S )／Zh，5fĴ)+ 

(Ŝ 一S ，Ch)an
．

+(M， h)an
．

：0 (V妒̂ ∈ y03̂)， (53) 

(z )= (Ŝ 一S ，'Th)一(hidivv1，7̂) (V rlh∈ Y2h)， (54) 
1 

f Yh( ，0)=P l，。，Zh( ，0)=rhZ~， 
， 

【Ŝ( ，0)=R̂S。， (X，0)= (X∈ )， 

其中 Yo3̂ ：Yo3 n Y3̂，Ŝ l an =S0表示满足(A5)的函数 S0在 上的插值并在 a~22上满足 

此不等式，P̂ 表示从 Y。到 y。̂内的 。投影，即对于任意的 W∈ Y。都满足 

(W —Phw，Ŵ)=0 (V Ŵ ∈ Yl̂)； (56) 

又， 表示从 y2到 y2̂内的L 投影，即对于任意的 声∈ Y2都满足 

( 一rh~， )：0 (V声̂ ∈ Y2̂)； (57) 

最后 ，R̂ 表示从y3(或 Yo3)到 y3̂(或 ro3h)内的L。投影，即对于任意的 ∈ y3(或 Y03h)都满 

足 

( 一R̂妒，妒̂)：0 (V ^∈ Y3̂或 Yo3)； (58) 

易知，算子 P 和 R̂ 满足下面的逼近性质[ ]： 

II W—P̂W ≤ Ch Il W【Ir 

( ∈ ／．／r( ) ； =0，1； ≤ ，< m +2)， (59) 

声一r ll ≤ Ch 一 声ll ( ∈ 日 ( ) ；s=0，1；s≤ r≤ m+1)， (60) 

ll 一Rf~ll。≤ Ch ll ll， ( ∈H (n)；s=0，1；s≤ r≤ m+2)， (61) 

为了分析问题(I )的混合有限元解的存在性及其误差估计，还需要对 和l，“作类似于 

[2]中的、物理上合理的有界性假定，即存在不仍赖于 h的正的常数 Co、cl和 C2使得 

C0≤ Ẑ ≤ C1；ll Îl￡*( l· )≤ C2． (62) 
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定理 2 在定理 1和(62)的假定下，问题(I^)存在唯一的解． 

证明 由于问题 (I )̂是一个常微分方程组，所以由 Carath6odory定理可知，其在 

th≤ T上存在一组局部的最大解 ． 在(53)中取 = Ŝ 一S0，并利用假定(62)可得 

1 d 3+e ll3+ n
，
+ ≤ 

( ̂ V( +．s。)， )I+ (S0一S ， )̂I+I(S0 ， )̂I+ 

e(V．s0， )+ I(So—S ， )Jn
。

I+I( ，．ŝ)Jn
。

I≤ 

号ll V 3+C +C ll S。一S n。+CM+ 

詈ll f。ll5I2 +C l1．s0 +C ll v．s0 ll3． 

积分这个不等式并利用 Gronwall引理可得 

l1．ŝ +e ll v．ŝ (￡ )+ ll v．ŝ (￡：(a．O))≤ 

2(1l l̂l 3+e ll 7 l̂l ：(L2)+ ll l̂l ：(￡：(d．O))+ 

l1．s0 +e ll v．s0 ll ：(￡：)+ ll v．s0 ll ：(L2(a．O)))≤ 

c l1．s0一．s ll 。(L2(an
．
))+CM+c l1．s。ll 3+ 

c l1．s0 +c ll v．s0 3． 

在(54)中取 = 并同(64)可有 

[0 t]， 

(63) 

(64) 

专  ̂ ≤C  ̂ + ． (65) 
积分(65)，又用 Gronwall引理可得 

ll ≤2 CTM +c ll oll 3 z 5． (66) 

由(62)、(64)和(66)可知，问题 (I )̂的局部解可延拓为[0，T]上的整体解 ．与定理 1的证明 

方法同理，可证明问题(Î )的解是唯一的．定理 2证毕． 

定理 3 在定理 1和 2的假定下，如果问题(工)的解 ( ，z， ，．s)∈ H ( ) × 

( )× 

证 明 

H ( )× ( )，那么下面误差估计成立： 

7( —Vh)ll L~-(L2)+I v(S—Sh)I￡ (L2)≤ Ch ， (67) 

Z—Ẑ ll L2(L2)+1 一Zbh)I￡ (￡ )≤ Ch “， (68) 

在问题(I)中取 W =W {5={5̂、 = 『l和 = 并与问题(I h)相减可得下面 

的误差方程 ： 

(Z 一Z ，{5)+(Zdivv—Ẑdivv̂，{5)=0 (V{5̂∈ y2̂)， 

( l— ，Ŵ )+( ·v — ^·v ，̂Ŵ)+f(k×( — )̂，Wh)一 

g(Z+ 6一Ẑ 一 ，divŵ )+A(V( — )̂，V'‘’̂)+ 

CD(I I v／Z—I ^I Vh／Ẑ ，Wh)=0 (V Wh∈ Ylh)， 

(．s 一S ， )̂+( ·V．s— ^·V Ŝ， )̂+e(V(．s一．ŝ)，V )̂+ 

ac￡，(S／Z—Sh／Ẑ ， )̂一ac￡，(S2／Z—S ／Ẑ ，Ch)+ 

(S—Ŝ， )̂an
．

= 0 (V Ch∈ Yo3 1 )， 

( 一 ， )=(aw／p1)(．s—Sh，rib) (V r／h∈ y2̂)． 

由(69)、(57)、H~lder不等式、Cauchy不等式、(62)和(13)可有 

(69) 

(70) 

(71) 

(72) 
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吉 d llz—ẑ =(zf—z Z—Zh)= 
(Zf—rhZf，Z—rhZ)+(Zf—Zm，rhZ—Ẑ)= 

(Zf—rhZf，Z—rhZ)一(Zdivv—Ẑdivv̂，rhZ—Ẑ )≤ 

(Zf—rhZl，Z—rhZ)+(Zdivv—Zdivv̂ +Zdivv̂ 一 Ẑdivv̂，Z—rhg)+ 

(Zdivl，一Zdiv ̂ +Zhdivv̂ 一 Ẑdiv ̂ ，Ẑ 一Z)≤ 

吉 Z—rhZ ll 5+ 
C ll z—ẑ l +08 ll 7(1，一 )ll 3+C ll Z—rhZ ll 5． (73) 

从 0到 t∈[0，T]积分(73)，并用 Gronwall引理和(60)可得 

ll z一 ≤ Ch ( + 8 ll 7(1，一l，̂)ll (￡：)． (74) 

由(70)、(56)、Htflder不等式、Cauchy不等式、(62)、(13)和(74)，而且与(39) (41)同理可有 

吉 d 一．， l =(．， 一13ht~13一．， )= 
(1，l—P̂l，f，l，一Phv)+(1，f— m，Phv—l，̂)= 

(1，l—P̂l，l，l，一Phv)一(1，·7 l，一 ^·7 ，̂P̂l，一l，̂)一 

f( X(1，一 )̂，PhV— )̂一A(7(1，一 )̂，7(P̂l，一l，̂))+ 

g(Z+ 6一Zh一 ，div(P̂l，一 )̂)一 

CD(I l，I v／Z—I ^I 13h／Ẑ ，PhV—l，̂)≤ 

吉 d ll l，一P 一 A ll 7(1，一l，̂)ll 5+C ll 7(1，一Phv)l + 
C ll l，一l，̂ll 5+C ll l，一Phv ll 5+C ll 6一 ll 5+ 

c ( )+ 8 ll 7(1，一l，̂)ll (￡：)． (75) 

从0到 t∈ [0，T]积分这个不等式，取 CTO8=A／4，并利用(59)可得 

l，一 II 3+ A II v(1，一 )II )≤ 

c ( +c I『l l，一l，̂ll 5ds+C ll 6一 ll z(￡ )． (76) 

再利用 Gronwall引理可得 

ll l，一l，̂ll 5+A ll 7(1，一l，̂)ll ：(￡：)≤Ch ( )+c ll 6一 ll ：(￡：)． (77) 

由(58)、(71)、H~lder不等式、Cauchy不等式、(62)和(13)，并与(44)一(45)同理可有 

1 d l1．s一．ŝl =(．sr—Sm，S—Sh)= 

(Sf—R̂Sf，S— R̂S)+(Sf一．sm，RhS—Sh)= 

(Sf—R̂Sl，S— R̂S)一(1，·7 S— ^·7 Sh，RhS—Sh)一 

e(7(S—Ŝ)，7(R̂S—Ŝ))一口∞(S／Z—Sh／Ẑ ，R̂S—Ŝ)+ 

口∞(S ／Z—S ／Ẑ，R̂S—Ŝ)一 (．s—Ŝ，R̂S—Ŝ)Jn． ≤ 

1 d l1．s
— R̂．s l 一号ll V(．s—Sh) +09 ll 7(1，一 )l + 

c ll 7(S—R̂S) +c l1．s一．ŝl +0。0 ll z—ẑ l ． (78) 

从 0到 t∈[0，T]积分(78)，由(61)、(74)、(77)、Gronwall引理可得 

l1．s一．ŝ +e ll 7(S—Ŝ)ll (￡ )≤ Ch ( )+0ll ll 7(1，一 )li ：(L2)． (79) 
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其中 ll=c(09+ 8lo)． 由(72)、(57)、H61der不等式、Cauchy不等式和(79)可得 

1 d 
一 z6̂ = ( 一z 一z )： 

(z 一rJJ ， 6一rhz6)+( 一 6̂I，rhz6一Zbh)= 

( 一rhz 一rhz6)+ (．s一．ŝ'r̂Zb—Zbh)≤ 
1 

_芝-1 d ll 
一 rhz6 ll 3+ 11 l1．s一．ŝll 5+C l1 一r 6 ll 3+C ll 一z ll 5≤ 

c 2(m +c ll l2 ll v(1’一l’̂)ll (L )+ 

1 d 
一 r 6 +C 一r 6 lfj．2 (8o) 

从0到 t∈ [0，T]积分(80)，由(60)、Gronwall引理可得 

ll z6一z ll 3≤Ch ( +c ll l2 lI v(1’一l’̂)ll ：(L：)． (81) 

将(81)代入(77)可得 

ll l’一l’̂ll 3+A ll v(1’一l’̂)Il ( )≤ 

c ( ’+c 1l l2 Il v(1’一l’̂)ll (Lz)． (82) 

在(82)中让 ll和 l2足够地小使得 110l2≤A／2可得 

一 l’̂ + ll v(1’一l’̂)ll ：(L：)≤ Ch ( ．̈ (83) 

由(74)、(79)、(81)和(83)可得(67)和(68)．定理4证毕． 

附注 (3)和(4)中的经验函数 Is’可取为如下： 

S = y(1 y l／gZ~) ， (84) 

其中 y和r是经验常数 ． 这样，用定理 1 3同样的论证方法可得到同样的结论 ． 此外，如果 m >0，可以 

将有限元空间取为 y2̂c C。(乃)，那么问题(I )̂在【O， ]，“≤T上存在一个连续的局部最大解．进一步，容 

易证 明 

f C0≤ Ẑ ≤CI，lJ lJ o， ≤C3，II v II￡-(￡ )≤ C” 

， 、 i ≤ ，II v ŝ ￡2)≤C6， ‘龉’ 
其中 C0、Cl、C C4、C5和 C6是与 h无关的常数． 因此，这个[O，“]，t̂≤ T上连续的局部最大解可延拓为【O， 

]上的整体连续解．这样，可以用(85)替换假定(62)，并能得到定理2—3同样的结果． 

到此，我们已经分析了包含泥沙冲淤的完全非线性浅水方程的广义解和半离散化的混合 

有限元解的存在唯一性，并导出了半离散化的混合有限元解的最优阶估计．关于问题(工h)沿 

着特征方向离散时间的全离散化方法将在本问题的第(Ⅱ)部分讨论．我们将证明这种全离散 

化的混合有限元法具有很好的收敛性． 
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Mixed Finite Element Methods for the Shallow Water 
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Sedimentation(I)一The Continuous-Time Case 

LUO Zhen．dongl’ ， ZHU Jia ， ZENG Qmg．cun2， 
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Al，s白 ：An initial—boundary value problem for shallow equation system consisting of water dynam_ 

ics equa~ons，silttransportequation，theequation ofbottom mpography change，and ofsomebo undary 

and initial conditions is studied，the existence of its generalized solution and semi discrete mixed finite 

element(MFE)solution was d~ussed，and the error estimates ofthe semidiscrete MFE solution was 

derived．The error estimates are optima1． 

Key words：mixed finite element method ；shallow water equation；error estimate；current an d silt 
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