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Abstract

    玩this paper, an unsaturated soil water flow equation is studied. The existence

and uniqueness of its generalized solution and setni代11screte，fully discrete mixed

finite element (MFE) solutions are proved, and the error estimates of the semi-
discrete, fully discrete MFE solutions are analyzed. And finally, some numerical

examples are given. By using the MFE method, the moisture content and flux can

he simulated meanwhile; moreover, the computational accuracy for moisture flux

is high and numerical model is stable.

  Keywords: unsaturated soil water flow problem, mixed finite element

              method, error estimate, numerical simulation.

  关健词 非饱和水流问.，混合有限元法，误差估计。橄值橄拟.

1.引 言

    均质土壤中的地下水流动可归结为非饱和土壤水的流动，是土镶水未完全充满孔隙时的

流动，是多孔介质流体运动的一种重要形式.非饱和流动的预报在大气科学、土壤学、农业
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工程、环境工程和地下水动力学等方面具有重要意义.作为一个重要的气候因子— 土壤

含水量，其季节变动对中高纬度地区的天气与气候具有重要的影响.对土壤含水量的计算进

行重点描述的陆面参数化研究，已是大气科学的热门课题I t,21.地表和地下的水文过程，如
大气降水、蒸发和植物的蒸腾，地面水的渗漏和深层水的上吸，根系的吸收和地下水流等，

都归结为非饱和流动[3-7].由于非饱和流动的数学模型归结为非线性的偏微分方程，除了一
些很特殊的情况外，很难得到解析解.因此 典型的作法是用数值逼近求解非饱和流方程.

对入渗或蒸发的问题，用有限差分方法进行离散时，对边界条件以及土壤参数极为敏感.通

过变分法将其转化为已知通量的计算[1-2]，较好地处理了这类边界问题，但目前只给出了土
壤水分含量的数值模拟方法[3,5].在陆面过程研究中，不仅要模拟好土壤含水量的分布，Ift1
且还要使土壤中的通量有较好的近似.对土壤含水量方程的传统的离散方法是先求含水量的

分布，再山此作差商求得通量分布，这样得到的通量精度往往较差.

    本文利用混合有限元方法建立了非饱和土壤水流动的守恒形式的数值模型，可提高通量

的模拟精度，并使计算稳定.利用这种方法，可以一举同时求出地下水及其通量的分布，提

高计算效率，可用于高精度高分辨率陆面模式，用以统一计算剖面入渗，蒸发，蒸腾和再分

配以及当这些现象交替出现时的含水量和通量分布情况.

2，非饱和土坡水流问题的广义解的存在性

    基于大气环流模式的水平分辨率 (1-5个经纬度)，土壤水在水平方向上的流动可以忽

略.我们考虑一维非饱和流问题，含水率有不同的时空分布.设z轴垂直向下，坐标原点取

为地面，Q(二，t)为在t时刻离地面距离为z处的土壤含水率，假设地面有随时间变化的入
渗或蒸发率，入渗为正，蒸发为负.在底部含水率有随时间而变化的分布.则根据Darcy定

律及连续性原理，非饱和土壤水流问题可归结为下面的模型方程(参见[7,3-5]):
    求Q使得对于任意的T>0满足

aQ  a (.��,aQ1.
.下丁 一 77- 1 }lw)- I十
UT  oz \ 0多/

aK(Q)
  az =凡，0<z<L,  t E (0, T);       (2.1)

Q(z, 0)=Qo(z), 0 G z G L;

Q(L, t)=,3(t), t E (0, T);

K(Q)一D(Q) =q(t),:=0,￡〔(0, T),

其中Q表示体积含水率，-s,是根系吸水率，K(Q)是水力传导系数，

        (2.2)

        (2.3)

        (2.4)

D(Q)是土壤水

四
由

扩散率，q(t) , ,0(t)和Qo(z)分别是已知的上边界水分通量、下边界含水量和初始时刻的

含水量，参见文献〔参见[[7,3-5I)，土壤水力传导系数K和土壤水扩散率D与Q的关系如
下:

K(Q，一Ks(
旦
Qs
Q'P(Q)

D(Q)

(2.5)

_一bK,IY, (Q )
      Q。 \Qs/

b+2

Q, :s Q(z,t) <_ Q.,
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其中Q、和Q:分别表示土壤水分饱和含水率和残余含水率，而且0<

导率Ke，土质参数6和饱和土壤水势0，均为已知常数.显然K(Q),

Rs<1,
aK(Q)
aQ

饱和水传

D(Q)和

OD(Q)
aQ

是有界的，即存在常数Ki和K2使得

              Ki < K(Q),

    我们引入水分通量函数

                          P(z,

它在陆面过程研究中是十分重要的.

,9K(Q)
  aQ

D(Q),
OD(Q)

aQ
< K2- (2.6)

一K(Q)一D(Q)擎，
                                oz

(2.7)

为了将边界条件齐次化，令

Q(z, t)=Q(z, t)一0(t),
P(z,t) = P(z.t)一9(t).

(2.8)

由于3(t)相对于t的变化很小，我们假定

中的含水量和通过土壤中的水分通量.利用

    求(口，列使得对于任意的T>0满足

d/3二。，利用这种分裂，我们可以同时模拟土壤
a

(2.7卜(2.8)，问题(2.1卜(2.4)可写为

    aQat+_apaz一s.,
D(Q)Q+，一、(、卜。(，)，
  p(O,t)=0,口(L, t)=0,
    Q(z, 0)=Qo(z)一NO),

:E (0, L), t E (0, T);

:〔(0, L), t〔(0, T);

t E (0, T);
0<z<L.

(2.9)

    设G=(0,习,L2 (G)表示在G上平方可积的Lebesgue空间
一阶导数平方可积的Sobolev空间(参见文献[81).令HE(G)二
(·，今表示G上的L2内积，即

，Hl(句表示在G内直到
{。E Hl(G); v(L)=o},

        (。，。)=

的变分形式为:

Jc u 九，v〔L2(G). (2.10)

  Vt E (0, T),

=(凡，。)， Vv E玛(G);

 
 
，

翻
下

郎

仲

U

问题(2.9)
求(Q, P):[0171、玛(G) x L2 (G)

aQ}, v)一(P' a )
+仇w)=(K(Q)一4(t), w),

    Q (z, 0)=Qo(z)一Q(O),

Vw E L2(G);

0<z<L.

(2.11)

!

、
、
早
声
/

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

留 
 
 
 

四
-时

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Q 
 
 
 
 
 
 
 

D

    讨论问题(2.11)的混合广义解的存在性需要使用下面的引理(参见191).
    引理2.1. (Gronwall引理)设g(t)在[0, T]上正的可积函数，c>_0为常数.如果

劝。)E Co ([0, T])满足:

那么VI(t)也满足:
”:、(‘):·+reJ g(s)O(s)ds,

。:、(。):·⋯p(rzc " exp(( g(s)ds),.} 0

Vt〔[0,T],

t〔[0,刘.
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特别地，如果C二0，那么.0(t)三0.

定理2.2.如果O(t)和q(t) E C0[O,T]，而且异和Qo(z) E L2(G)，那么问题(2.11)
存在唯一的解(口，句EH叔G) x L2(G)，并且存在常数Mo和H使得

。二IIQIIO,一:Mo,!铡:“ (2.12)

证明.1)，首先证明(2.12)和唯一性

5.11)中取一。和，一eQax可得

2 Wt IIQIIO·(D(Q)aQ, aQ8z 8z)一(Sr, Q)+(、(。卜g(t), 5Q) (2.13)

由(2.6)、Holder不等式和Cauchy不等式有

2dtllQII。十KiIQI2:2IISrII0+2IIQII0.心+ IIgII0十 ----二二-----
        八1

(2.14)

因此，

其中

IIQII0+K1五’IQ12ds:2(TK2+Eo)      K1 十fIQIIods, t E [0,T], (2.15)

KO一儿(Ilgll5十Ki II Sr II5/2)ds.由Gronwall引理可得

20:2(TK2 +. Eo) exp(T),
                Jk1

(2.16)

J,}tIQ1ids <0 2(TK2 + Eo)
      K1

  2T(TK;+Eo) ，_、
+一一一-下:;一-一-exp(1)，

              J、1
t E [0,刘. (2.17)

由定积分的定义和(2.17)可得

2(Tk2+Eo)
    K1

  2T(TK;+Eo) _八
十一一一一下二一 expk1 )!

        nI / _aQax一‘“，(2.18)
户
!

、

 
 
C0 

 
<
一

 
 
-Q

其中Co、

sup

M 和下文使用得C1均为常数.

IIQ[[o,w  <_  C1 sup}}酬:

利用Sobolev空间的嵌入定理可得

0<t<T 0<t<T

<   Ci
2(TK2+Eo) (1 + Texp(T) )

            K1 门 (’.‘”，
三 Mo,

即得(2.12).
    设(Q, P)和(Q̀, P̀)是问题(2.11)的两个解，那么有

(a(Q-Q̀)， vat)一(P一‘，avax)一0,“任“(‘，; (2.20)

D(。十a) aQ
                      口 z D(Q̀ +)3)aa *,切)+。一) (2.21)
=(K(Q+句一K(Q'+0),-)，b'w E L2(G);

Q(z, 0)=Q̀(二，0)=Qo(z)一0(0),:〔G. (2.22)
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在(2.20)中取:=Q一Q̀，而且在(2.21)中取二=aQ
dz

可得

兰
灸

次
-a
黔
-﹂

 
 
:

忧

-口

 
 
 
 

-

a

-
‘2 de

一Q*Ilo十 D(Q +Q) aQ一。(Q·+Q)
K(。十。)一K(Q* +)3),擎一肇、

                          Uz    vz/

(2.23)

利用H61de:不等式和Cauchy不等式，并由(2.6)和(2.12)有

(D(Q+”，豁一D(Q*+。餐，豁
一I D(Q·,3) aQ一D(Q* + a) 8z aQ, aQHz一8Q"18z
  +(D(Q*+a)(dQ一UQ- ), aQ一dQ*}
    、’一 、dz Oz    oz dz/

> Kl(I。一Q* l‘一([D(Q+”，一D(Q* +Q))Q, Q8z  8z
(2.24)

> KlIQ一Q*12一K 2kllQ2 一Q*IlolQ一Q*ll

:KiTI。一Q* 12Kz2 f22K1
IIQ一Q* I10,

{(K(Q·Q)-K(、二，)，aQ6z-一8Q*8_)}< K211Q一Q̀II0IQ一Q̀Il
    K}2二二

G 只二乡”
      Ln l

Q̀Ih+

例

例

把(2.24卜(2.25)代入(2.23)

。K2 + K2 M2} IK1。一Q̀Ilo          (2
d
-dt

积分上式并由Gronwall引理即得Q=Q'.于是，从(2.21)得

位一P̀, w)=0,  Vw E L2(G). (2.27)

在(2.27)中取二=P一P'即得P=P̀.这就证明了问题(2.11)解的唯一性
    2).证明问题(2.11)的解的存在性.

设Qn=Q。一0和Qo=QOW(其中Qo(z)是(2.2)中所给)，考虑下面线性化问题

( OC2.-5t- ")一(f- I TIIZV)一‘S,, V),“〔HE' (G); (2.28)

(D(。一)_8Q�， ,w)8z·co, w，一(K(Q。一，一‘t), w),  Hw二’(G);(2.29)

          Q� (z, 0)=Qo (z)一o(o), 0 <:‘L,。=1, 2,⋯、 (2.30)

根据线性抛物型问题的理论渗见[10])任意得知问题(2.28)一(2.30)存在唯一的解序列
{(Q.,P.)I篡I.与(2.16)和(2.17)同理可证

IIQnll0:2(TK2 + EO)exp(T),*。[0,T],{蜂{:M,
              nt }frz}

(2.31)
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关TIQ}12 ds <f T 2(T心+Eo)
      K1

2T(T心+Eo)
      Ki

exp(T)，二=1,2，二 (2.32)

在(2.29)中取，= Pn，并由Holder不等式和Cauchy不等式可得

Jn IIPallods < Mj(T, Kt, X2, Eo), (2.33)

其中MI (T, Ki, K2, Eo)是仅与T, Kl, K2和Eo有关的常数从而}Qn}n=1是在L2(0, T;
H扒必)和L2 (G)中一致有界的序列，mi且{hn}n=，也是在L 2(o,界护(G))中一致有界的
序列.由Hilber:空间的弱紧致性可知{口二}篡，是在码(G)中存在弱收敛子序列的弱’收
敛序列，而且{Pn}，也是在L2 (G)中存在弱收敛的子序列(不妨仍然分别记为{Qn}准i
和{Pn }篡 )-因此存在Q和P使得

                  Qn '--'4Q, Pn =4 P(。。州. (2.34)
由于弱收敛并弱*收敛的序列必强收敛，即

                    IIQ。一QII, -> 0(。--} 00),        (2.35)
从而利用(2.6)和微分中值定理有

D(Q。一、+R) a4-&z一。(。+。)aQ8z'叨一OQnlaz+(一aQ�_8Q、一
Oz    Oz)】

          (2.36)

2
口
1

、

一

!

 
 
<
-

曰曰日
队

‘(K2MIIQn-;一Q11。十K21 Q。一QI1)IIWIlO -->。，n一。

I (K(Q。一:+Q)一K(Q+fl), w)1 <_ K2 110。一:一Q11011w110*0,。一00.     (2.37)
用dx(t) E C' [o, T], x(T) = 0乘(2.28)再积分，并利用分部积分公式可得

在(2.}
意性和

(Q.,ux (t))*一[T (I., avX(t))*一[T(S+, vX(t))dt,*。H1 (G).   (2.38)
                          jo U芳 Jo

  (2.29)和(2.30)中取。趋于co的极限，再用分部积分公式，并由x(t)的任

了

)

﹄了
儿

38

(2.34卜(2.38)即得(2.34)的(Q,P)满足(2.11).定理2.2证毕.

3.半离散化混合元解的存在性及其误差估计

                    饥=lei; ei=[xi,xi+11,0 < i < 1}                   (3.1)

是G的正规剖分，即存在正数E使得任意ei E ̀.3h的长度不超过认，其中h表示‘(0 <
‘三l)的最长者.令

Vh={。、。璐(G) n C0(G);vhjei。1'K (ei), t/ei。}h),
  Wh={二;〔L2(G);whlei〔P-(ei), dei〔Q̀h) >

其中m全0和1三、5。十1是整数，凡(‘)表示定义在。‘上的次数三m
间.

      (3.2)

    (3.3)

的多项式空
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网

洲

    注惫:从现在起，C表示与剖分参数h和K(参见丘封无关的常数.

    根据投影性质和对偶原理(参见〔11,12])可有下面两引理.

    引理3.1.存在算子八:H刽G)、玖使得对于任意的v任H扒G)都有
                (。一Phv,vh)二。，Vvh E Vh,  IlPh训。二}}州。.

而且当。〔H'(G)时，有

                }{。一Ph州.:S Ch'-'Iv I,,  s=0,1;。<r<‘+1.
    引理3.2.存在算子rh:口(G)、呱 使得对于任意的。E L2(G)都有

              (w一rh w，二，)=0,  Vwh E Xh;    11rhwllo引}。}}。.
而且当。〔H' (G)时，有

(3.6)

    附注

和引理 3.2

    }}。一rhWIls < Ch'-s}二}，，s二0, 1;

由于 G c R,所以对于任意的 vh E玖 都有

容易验证玖和叭 满足离散的LBB条件[[91.而当

二+1.          (3.7)

Wh，从而利用引理 3.2

GC R2时，可以利用

夕
山
一灸

Raviart-Thomas元[12]作为有限元空间

考虑问题(2.11)的半离散化格式:

求(Qh, Ph):[0, T]、 tE(0,T)满足

Vvh〔Vh;

5)

且

的

怀

并

恤

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1、
产
目
-
名

 
 
 
 
 
 
 
 

厌
一a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

h 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Q 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

D

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

了
r
口
.
.
、

‘
1

矛!

    定理

存在与 h

3.3.在定理

，?·)·、，?·，一〔K(Qh，一‘t), Wh),    Vwh E Wh:
        Qh(z, 0)=PhQO(二)一/3(0),    0 <:< L.

2.2的条件下，问题(3.8)存在唯一的解(Qh, ph)任Vh X Wh,
无关的常数M;使得

          sup IlQhIIO,- 5 MI;
0《亡<T Jo  IlphIlods < Ml

证明.由于珠C码(G)，则由(2.6)有

    Kl   < QEIiinf E(G){ K(Q),臀r D(Q),臀，
      ‘，inf { K(0h), OK(Oh),D(Oh), OD(Oh)}Oh E Vh             a0h               a}h
      < K(Qh),鄂 ，D(Qh),鄂
      ‘sup { K(Oh),Oh EV, 鄂 , D(Oh),鄂

  sup

QE聪(G)
{K(Q),

,9K(Q)
aQ , D(Q), 8 aQ) }:K2,

在(3为中取vh=Q、和‘、=
题(3.8)是非线性常微分方程，

证明(3.8)的解是唯一的.定理

aQh

  8z
从而

，并与(2.19)和(2.33)的证明同理可得(3.9).由于问

(3.9)保证了(3.8)的解存在.再与定理2.2同理可以
3.3证毕
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  定理3.4.在定理3.3的条件下，如果5,. E Hm(G)，而且问题(2.11)的解(口，动E
H0'+2(卿x H,n+i(叨，则当、=。+1时，下面的估计成立

              IIQ一QhIILZ(H})+IIP一PhIIO(L%) < Ch",                (3.10)
其中c是仅与IIQIIL2(Hm+z)和IIPIIL2(H-+=)有关的常数，}卜IILz(Hm+,)表示空间L2 (0, T;
H0̀+i(G))的范数·
    证明.在(2.11)中取。二Vh和，二。h，并与〔3.8)

(a(Q一Qh) \ r__aVh 1
\一     at一     ,Vh一v一尸“’-5-z-)-

相减可得下面的误差方程

0,  dvh E玖; (3.11)

鳖
az

(D(。十口)擎一D(Q、十口)
\ 口‘ ,wh)+，一Ph,-h) (3.12)

                  =(K(奋+)3)一K(口、+Q), wh)

              Q(z, 0)一Qh (z, 0)二Qo(二)一1'hQo (z),

由(3.11卜(3.12)和引理3.1-3.2有

Hwh E Wh;

z〔G. (3.13)

(a(Q一Qh)二 二、 (a(Q一Qh )八 。八 、(a(Q一Qh)  n。 。、
!一一-气书一一一，y 一 WhI= I一一一n,一      ,W 一rhY I一 I一一一.,.—      , rW 一 'w h I
\ 口‘ / \ 口‘ / \ 口‘ /

了陈口、
八
沪
、

a(Q一PhQ)
      at

,Q一PhQ 一Ph,
a(PhO一Qh)

      az

a(Q一PhQ)
      at

Q一PhQ (。十，)一、(。、+,3), a(PhG2 - Qh)
                              vz       i

 
 
+

+

、
、
.
J
了

、
、
里
.
矛
了

了

!

、

了
‘
!

、
、

 
 
 
 

--

-1

一(D(。十，COQ一。‘。、+a)OQh，  a(PhQ-Qh)、
  、 一 ‘oz 一 oz        oz /

(a(Q - PhQ)at。一。。)·(K(Q·Q) - K(。二”)，a(PnQ - Q)}Oz
  ., aQ

十 Pl万
        口 名

_，二.-aQh a(PhQ一Q)1
LlWh -r P)-7;7-，一一-爪犷，一一一 I

            口乙 vz /
阅

阅

阅

几
甘
2恤
、
品
犷

。十，)一、(。、十，)，a(Q - Qh)、
                              vz /

(。+Q)OQ一D(Qh+0)aa hh,
(3.14)

得
.四
一加

与〔2.24)和(2.2的的证明同理可

(D(“十”，
:_3K1 I4。一Q 12h ,

  。，二 ..1 8Qh 8(Q一Qh) 1
一utwh十A) n，一，一 下尸一 ~，

              uz    oz /
  K-M‘二二 =
一-专，一!1 (1)一YhII0"

      卫、1

(3.15)

(K(Q+R)一K(Qh+。)，a(Q - Qh) ):x1 I。一。hh、x2 II。一QhjjO,
\ vz / 任 n1

(3.16)
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<
一

、
、
.
月
犷
了
护

暨
决

一(刀(。、a) aQ
}\ oz

D(Qh +Q)
a(phQ一Q)

      az

K,二 二。。
一一N 一材hli
  4 (3.17)

十Q Q一phQ12+IIQ一Qnll0

(K(Q·Q) - K(Qh·a), a(phQ - Q)1ax:c(1。一PhQI}+IIQ一Qh112).    (3.18)
结合(3.14卜(3.17)和(3.18)可得

d.二 =
下 II叼一材h
几c

    K,.二 二
n+ -‘二}Q 一 Qhli

        4 - 撬:。一。。::+。(.。一。。}:+:。一。h110
                                      (3.19)

从。到t E [0,刘积分(3.19)，并利用Gronwall引理和引理3.1-3.2可得

              IIQ一Qh 110+IIQ一QhIILz(H3) < Ch"
在(3.12)中取。h = rhp一几有

      Ilp一ph Il0二(p一Ph,p一rhp)+(P一Ph,Th，一Ph)

          =日户一Thrall苦+(K(Q +)3)一K(Qh+P), ThP一Ph)

(3.20)

一(D(Q + O)LQ&Z一(“二口)L 9Qhaz , rhp一，·)
(3.21)

、香.}，一、”:+COI。一。、::+，。一。;。+Ilp - ThPllo
从0到T积分(3.21)并用(3.20)和引理3.2可得

                      Ilp一PhIILa(L-) < Ch-+l.
结合(3.22)和(3.20)即得(3.10).定理3.4证毕.
    附注.在(3.20)中的}IQ一Qhll。的估计不是最优阶的.

下面的最优解估计

                          }}口一口、”。< Ch-+2.

(3.22)

利用Ritz对偶原理可以得到

(3.23)

4.全离散化混合元解的存在性及其误差估计

  设N是正整戴 k=TIN是时间步长，to二nk(0 < n < N),(盘，或)〔Vh x叭
是(Q(t动,P(tn))三(Qtt,沪)的混合有限元通近.那么问题(2.11)的全离散化混合元解为:
  求(Q哭+1成+，)E Vh x叽使得(0 <。‘N一1):

(。:一，二卜、(PA+1， _avh, 8z)一“(Sr, v)+(Qh，二，，“、“Vh;
f___、C70n+1 、

戈 U}}h)   8z   ,Wh )+(Ph下‘, Vh，一(K +h，一W.),-h),     VWh“Wh;
Qr0, = PhQO(二)一a(0),

为了讨论问题(4.1)的解的存在性和误差估计，需要下面的离散

0三z丛L,

Gronwall引理

(4.1)

(参见

[9])
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引理4.1.如果{an、{b.} 、{en}是正的序列且{Cn}是单调递增，并满足

"�+b�‘、+A艺ai,。> 1,                a>。;
                        i=o

(4.2)

网

网

那么有

        ao+bo < co,

a�+bn < cnexp(An),。>0.

    定理4.2.在定理2.2和定理3.3-3.4的条件下，当k充分小时，问题(4.1)存在唯一
的解(Qh殿)E玖X Wh(0 <-。< N)使得下面的误差估计成立

11Qn+‘一Qh+1110+、‘/，省IlQiQhlll+II01+‘一武+1110
引

和

扭

蛛

<  C(k+h"'+勺，。二0, 1,，·，N一1;当‘=二+1时.

勺艺
j=l

证明.设Qh=E xi(tn)}Oi(z)和或 = Yi (tn)妈(z)，其中{vi}几。〔

{哟}二里1
                        葱=1

CWh分别是两组正交基，

求X=(X1, X2,⋯, Xr,)和Y

则问题(4.1)可写为

=(y1, y2，二，W2)满足

Al   kBl

B2
(4.6)

、1

/

凡

凡

/
了
.
.
吸
、

 
 
 
 

一一

、
1

/

X

Y

/
!

、

、
!

/

其中A上=((,Pi,竹))rlxr，和A2 ((叭,妈 ))r2xr2  分别是两个正定矩阵， 而B1二

由问题(4.1)可知(4.6)右端项的F1

助

=

巨
凡

o

即

/!

、

哪

=

”

、
、
..
万
，了
尹

rra}i_
、、&z’

和 F2

妈))，，、、，B2=((D(Qn +Q)}=,
的含义.由于

19v,
d2

J了
!

‘

、
!

/

Ail 。 A1   kBl

B2Ai1   I, B2 A2

  kA了1B1
kB2A1 1B1+A2

而且当k充分小时kB2Ai '-B1+A:是可逆的，因此((4.6)的系教矩阵可逆.从而问题(4.1)
存在唯一的解.

    记反口”=(口”一0n-1)/k.在(2.11)中取t=to+l,。=Vh，二=Wh，并与(4.1)相
减可得下面误差方程

(’.s)

(’.0)

eQn+l
  8t atQn+1， Vh)一份+1   Ph+l， aVh1\                &z.)一Vvh〔Vh;

(D(。n一+”，+1D(Qn+1 + lj) a az一D(Q'h+“，aQh+laz,Wh)+(P"+’一“+1， -h)
一(K(Q'+1+、)一K(Qh'+，)，。、)  dwh〔Wh;

QO一Qh=Qo(z)一PhQ(0),  z〔‘. (4.10)
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记石n二几口n一口又，从(4.8卜(4.9)和(4.1)得

(ae+l, yn+l)=(atphQ"+’一a Qnn+l, }n+l)

(、。。几一，;n一卜份一O}n+l
(4PhQ'+1 - W::}, 6n+lat)一(  +1 - #.+l, }}Pl-       az )
(。。”“aQn+lat

,}n+ll、(、(。·+，)一、(。:)，ag,当
    / 、 az /

一(D(Q-+'、p) aQn+l一。。;+Q)aQ"+1, a},当
  、 ’一 az 一 az     az/

(4.11)

由于

  (K(Qn+l)一K(Q%),a#+l)一(K(Qn+l、。)一、(。:+}), a}n+1
  口z 口 z

=(K(Qn+l+a)一K(Qn+R)+K (Q'+0)一K闷h + a),%n+l
  dz

(4.12)

< Ck2+CIIQn一歇110
  K,._.，。

+，二-1舀行‘{令，
    吕 _

(D(Q-+1十0)翼军一。(。;+口尸鬓巴，犁、
\ az                    az       Vz/

+(，(。一”，一D(Q'h+“，，
aQn+l
  ax

(4.13)

、
.!

/

、

.

户

刁

-

十

-
写

+

-
护尸

卜

一
2

1-

-
另

件

-、协
~

呀

.
-
冲

亡
、

一J
仁

一([D(Qn+l+，)一。(。·+a)1 aQ +1,
  \ uz

+(刀。。:+，){ aQnt 1一agLj，a +1)
  、 一 【 az      az 」 ax /

  }/，_，___.， _ _，_ _. aon+l aFn+l \ I __。 K,._，.。

一又[D(Q,.rl+“，一”(.‘’十“，卜ax '.一  ax}< Ck̀+才’万’‘一‘’‘， (4.14)

\ [D(Qn·。一、:·P)]aQn+l，  a#n+l\ax  ' az:一$11C"+lI‘一CIIQn一、lo,
                                                                  (4.15)

又由于由引理3.1有

}(。(。:+Q)a(Q一一上‘鱼史业'+1 - PhQn+l)  a#n+l、一:Ch 2(-+l)+K1 Ifn+112,
}\ uz             uz/1 o

(4.16)

(。(。:·a)臀，臀)全K11Sn+111 (4.17)
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所以结合(4.11关(4.16)和(4.17)，并利用(a一b) a=]a2一b2 + (a一b)2] /2和引理3.1可得
g,+1 112一11}"112+kK11}"+112‘kll#0+1112+Ck(k2+hz(,n+1) )

                              +Ckll}"112+kllatQ'+‘一
对(4.18)从0到。作和，并注意到护=0可得

aQn+1
  at

(4.18)

R1+1 1102+kK1岁1}̀I2 <_ k11}"+1112+C(k2+h2(-+1))

+Ck E}}豹12+k
(4.19)

再注意到

                IAQ,

则当k充分小(例如k<

aQ= II
at”一。.‘一f t(一“一)。!!“一:

由(4.19)可得

翌II?
  at”，

Ck. (4.20)

IICn+1112+k艺I}' l2‘C(k2+h2(-+1))+Ck又ue=112.

在引理4.1中取a。二116,11若，bn=kE几 11f'12,‘= C(k2 + h2(0'+1))，并定义bo
于ao=0，从而得

(4.21)

=0，由

II}n+1112+*省1}'12:C(k2+h2(-+1)). (4.22)

从而，利用引理3.1得

  1  IQ1+‘一Q哭 +'110h +k 1/2 一。All:IIQ,+‘一PhQn+1110+R", 110
(4.23)

+ 无1/2 IQ‘一PhQ'I1+、“，省101:C(k+*+‘)
在(4.9)中取。h = rhP +1一Ph+1，并用引理3.2和(4.23)可得

11p+‘一vn+11122二(r+1一rhp +1， f'+'一rhp +1) + (p+1一rh+1， rhp +1一Pi,")

            = lip",一二hr +1112+(K(Q"+1 + p)一K(Qh + 0), rhp+‘一1'h+1)

一(D(Qn+1+”，490叶1一D‘。”·”，h+1D(Q%+l1)a8z  ,r，一或一J h
‘Ck2 + Ch2(,n+1)+姜Iln +1一;+11120

(4.24)

从而得

                    IIP"+‘一Pn+'Ilo <_ C(k+},m+1)

结合(4.23)和(4.25)即得(4.5).定理4.2证毕.

(4.25)

5.非饱和水流问题的数值模拟

    本节给出一些非饱和水流问题的数值模拟的例子以说明混合元法的优点.不失一般性，

不妨取凡=。，取珠和Wh都是分段线性函数空间 令‘的长度为从,i=0,1，一，1.则
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倒

回

(s3)

在每个单元e:上的一次插值基函数为

                  从=(祝十:一劝/hi,从+，=(:一zi)/hi.

在每个单元ei上，令

            乳1e.=风卿+从+iQi+i,可}。‘=从可+从+1殊，.
并取

    D(Qh) I e<=D(Qn)二Di, K(Qh)le=K(Qn) 衅，Qa=Qi+0(tn)-

于是，问题(4.1)在每个单元e，上的刚度矩阵、未知向量和右端项可表示为:

妙
卿
尸
群

hi/3    hi/6   k/2    k/2

hi/6    hi/3   -k/2   -k/2

-D; /2  D0/2   hi/3   hi/6

-D; /2  Di /2  hi/6   hi/3

h;卿 /3+hiQ?+l/6
hi卿 /6十hio?+l/3
h;K; /2一hiq(tn)/2

hi衅/2一hiq(tn)/2

(5.4)

为了形成总体方程，将单元刚度矩阵和未知向量适当变换为

司

均

临

伍

2hiQ;+hiQ}+i

hjQ;+2hiQ;+,

3hiK;一3hiq(tn)

3hiK;一3hiq(tn)

可组成方程组如下:
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利用有限元法的总体合成技术
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(参见文献【11,12])，
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一DI

D

D

D0
C0

场

︸
0

q

︸

0

︸
DI-1   O

DI

Dt+1

GI-1

GI

Gt+1

Dl

q

DI-1

口-i

  O

O

O

0

0

0

0

口

口

Q犷=Q: +Q(tn);可=灵+ q(t�),‘=0,1, . ., l+1,、=0,1, ..., N,     (5.7)

其中

Di= 3k
-3k

C,= =0,1，一，l;     (5.8)

Do
3k

-3无

1+3卿

  3D,-
(5.9)

、
!

J

 
 
门

0

 
 
n

O

/
了
，
.
、
、

O 二

Di=
2hi+3Di 1

hi+3D.--,

3k+hi-1

-3k+2hi_1
=1, 2,，二 (5.10)
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Go
2hoQo+hoQ'I

hoQo+2hoQi
Gr+1=

3hl棍_1一3hq(t�)
3hKl-1一3hlq(tn)

(5.11)

G;=
2h,Q;+h;Q}十3h、一，Ki'- 1一3h;-1q(tn)
h.Qn+2hiQn+3h;-1K只- ,一3h-1q(tn)

i二1,2,...,l (5.12)

Xn+1
Q,.+1
pn+l

i二0,1,2，二 ，l+1. (5.13)

因此 只要给定空间步长瓜、时间步长k以及初边值和参数凡 、b、讥 的值，就可以

由式(5.6)和(5.7)求出问题(4.1)的混合元解，即含水量和水分通量的数值解.
    如果原问题是第一边值条件。即左边界的含水量Q(Q, t)给定时，只需在齐次化边界条

件时稍加改变，并将G;(i 7 1)中的4去掉，而将(5.6)中系数矩阵第一行第一列(即左上
角)的元素加上1，其余元素都不变.
    在陆面及大气环流模式中，将全球土壤作某些典型分类，并对格点标定土壤参数类型，

按照Dickinson等的BATS模式文本(参见{13】)对12种土城给出的参数列表如下.

表1.  12种土绷参数

土竣种类/参敬 e。 -w,/(- ) 凡/( -1)

石

乃

石

刀

石

刀

名

石

滩

2

3

4

4

5

石

R

6

7

R

9

30
30
30
姗
姗
姗
200
200
期
姗
200
期

0.33

0.36

0.39

0.42

0.45

0.48

0.51

0.54

057

0.60

0.63

O.旧启

刀口口1日

2000

0800

0.0032

0.0130

8.9-3

6.3-3

4.石卜3

3.2-3

2.2-3

1.6-3

1.1-3

0.8.3 ::.:

Qf/QJ

  0.088

  0.119

0.151

0.26旧

0.300

0.332

0.378

0.419

0.455

0.487

压516

0.542

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

下面以第8种土壤参数为例给出入渗燕发问题混合有限元解模拟结果.

    第8种土集参数为:Qe=0.54, x0,=-200 (mm),凡=3.2 x 10-3(mm/s), B
=7.6, Q,/Q。二0.419, L二200 cm 取时间步长为k二0.5小时，空间步长h‘二lcm,

将区域0=[0, 200]分为200个相等的单元.假设在土壤表面(z = 0)保持一段时间的定常
入渗通量q=O.lcm/h, Q。)=0.54 x 0.419, Qo伪)=0.54 x 0.419，则土壤水分入渗和
蒸发过程的初始和边界条件为

Q(z, 0)

q(t)=

Q (200, t)

0.54 x 0.419, z E [0, 2001;

0.1 cm/h， 当0<t<450小时;

-0.1 cm/h，当450 < t < 900小时;

=0.54 x 0.419.

(5.14)
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一
蝴
一当异=0时，将这些数据输入模式(5.6卜(5.7)，我们分别得到从0到450小时中，每隔30
小时土壤中的含水量和水分通量的分布图1和图2.从图1可以看出，当入渗开始时刻，地

表面层的含水率迅速从0.226上升到0.5以上.之后，地表层:=0处的含水率变化不大，

并逐步接近饱和含水率，但没有达到饱和含水率，不产生径流.从图2看出，入渗通量随深

度递减，同时随着入渗时间的增加，入渗通量的梯度变化越来越平缓.当t > 450小时时，

表土以。.lcm/h的强度蒸发.图3和图4分别为从0到900小时土壤中的水分入渗和蒸

发交替进行的含水量和水分通量分布图，其中从。到450小时入渗，从450小时以后开始

蒸发.从图3可以看出，当开始蒸发时，表土的含水率降低.过了一段时间以后，含水率分

布曲线逐渐随时间而降低 由图4可见，当开始蒸发一段时间以后，土壤表面至其中某一位

置，通量为负，与表面蒸发时水分通量向上的实际情况相符.

图 1.入渗每隔 30小时的含水A分布 图2入渗每隔 30小时的水分通a分布

下于亡
， 一

图3.入渗及蒸发每隔60小时的含水f分布 图4.入渗及燕发每阴60小时的水分通t分布

    对表1的其余11种土坡也可给出其混合有限元数值解.

    结论，本文初步探讨了利用混合有限元方法，同时求解含水量和通量，建立了一维非饱和

土坡水流动的数值计算模型，其初步的模拟结果基本上反映了物理性质，且具有计算稳定，

通量模拟精度高等优点，可以用来统一计算剖面入渗、蒸发等以及这些现象交替出现时的土

壤含水率和水分通量分布.它可用于高精度高分辨率陆面物理过程模式.为了方便计算，并

保证足够的精度，我们的数值例子对含水量和通量都采用了线性逼近.事实上，含水量和通
量分别采用零次元和一次元通近，也是收敛的.
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